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Jeg vil i det fglgende bevise saetningen
Saetning Lad f,g € Q[X] og antag f,g er moniske samt fg € Z[X]. S& geelder
f,9 € Z[X]

og give et alternativt bevis for et specialtilfaelde af overstaende saetning.

Vi laegger ud med specialtilfaeldet: Lad r, s € Q og antag r + s € Z samt rs € Z. Sa
vilr,s € Z.

Bevis Antag WLOG 7, s # 0, ellers fas resultatet af betingelsen r + s € Z. Da r
og s er rationelle tal kan vi skrive r = £ og s = & hvor p,q,v,w € Z\ {0}. vi kan

yderligere antage WLOG ged(p, ¢) = 1 og ged(v, w) = 1. Til brug senere bemeerker
vi

ged(p®,¢%) =1, ged(v?,w?) =1 (1)
Vi vil vise p, w = £1. Fra vores fgrste betingelse folger

da€Z: T+S=£—|—E:a
q w

Dette giver pw 4 qu = wqa. Men heraf fas forst pw = g(wa — v) og derfor g|pw. Da
ged(q, p) = 1 fas g|w. Tilsvarende kan vi ved at flytte leddet pw over pa hgresiden i
stedet for qu, fa w|q. Dermed ma vi have w = +q.
Ved kvadrering fas
w=(+9)?=¢"=e¢

for et helt tal e. Dermed fas fra (1) ged(p?, e) = ged(q?, e) = 1. Fra antagelsen rs € Z

fas nu
P phe?
o2 w2

=(rs)> €N

Men vi har jo lige set at bade p? og v? er indbyrdes primiske med e, dvs. de har ingen
primtal tilfeelles i deres primtalsfaktorisering. Eneste mulighed der er for at denne
brek kan give et naturligt tal er derfor e = 1 ! Heraf fglger ¢> = 1 samt w? = 1 og
derfor ¢,w = £1. Fra den made vi skrev r og s folger r = +p € Z og s = +v € Z.
Som skulle vises.

O

Bemeaerk at vi udover antagelserne stortset kun benytter aritmetikkens fuldamen-
talseetning! Seetningen skrevet gverst er generaliseringen af ovenstaende resultatet
til polynomier.

Bevis for setning Lad fg = h og bemeerk forst at ¢ ma veere monisk da f og g
er det. Skriv f = 31, 5: X" og g = 212, $X". Da bade f og g er moniske kan vi
antage a, by, ¢y, dp, = 1. Lad b = [ b; og d = [[;~, d;. Vores mal vil veere, at vise
b,d = 1, fordi det vil medfgrer b;,d; = %1 for alle 4, j (i # n og j # m som vi jo
ved er 1). Konstruktionen beskrevet i 1.3.4 i videregédende algebra noterne giver

b

d b d
EI;, gmede,s €Z: gf:fo € Z[X], 9= 9% € Z[X] (2)



er primitive. Det er veerd at bemarke hvordan e og s er defineret:

e = ged(bg, by, ..., by) = ged(bo, by,...,1) =1
S = ng(dO,dl, . ,dm> = ng(do,dl, Ce 1) =1

da vi selvfplgelig ikke kan have en storre divisor i 1, end 1 selv. Dermed fas fra (2)
bf = fo 08 dg = go.

Lemma 1.3.3 i videregaende algebra noterne forteeller: Produktet af to primitive
polynomier over Z er igen primitiv. Anvender vi dette fas

fogo = bfdg = bd(fg) = bdt

Hvor bdt er det primitive polynomie dannet udfra produktet af f, og g,. Lad cont(h)
betegne stgrste feelles divisor af koefficienterne af et polynomie h over Z. Da bdt er
primitiv har vi dermed cont(bdt) = 1.

Skriv nu ¢ = Y5, X" hvor ¢; € Z. Men som vi bemserkede i starten er ¢
monisk, hvilket giver ¢,,.,, = 1. Vi har dermed

m-+n m-+n
bdt =bd 3 ;X' =Y bdt; X’
=0 =0

Men nu har vi

bd = ged(bdty, bit, . .., bdtypn 1, bd)
— ged(bdto, bdty, ..., bdtmen 1, bd - 1)
— ged(bdty, bdty, . .., bdton 1, bty i)
= cont(bdt)
=1

Det kan kun betyde b,d = 41, som vi netop ville vise.
O

Hvordan felger forste resultat sa af seetningen? Veelg r, s € Q og betragt polyno-
mierne X +7 og X +s (klart moniske) i Q[X]. Antag som i seetningen X2+ (r+s)X +
rs = (X +r)(X +s) € Z[X]. Dvs. betingelsen (X +7)(X +s) € Z[X] er sckvivalent
med betingelsen r+s € Z og rs € Z. Ssetningen forteeller nu at X +r, X + s € Z[X]
som jo betyder r, s € Z.



